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INTRODUCAO

» A decomposicdo em valores singulares (SVD) é uma
importante ferramenta na ciéncia da computagédo, andlise
de dados e estatistica

» E utilizada em diversas aplicagdes, dentre elas:

» Reconhecimento de padrées

Filtro de sinais

Problemas de otimizagdo

Compressdo de dados

Recuperacio da informacéao

vV vy VvVvYy

» Além das aplicagdes praticas, os resultados da SVD produz
diversos coroldrios na algebra linear
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INTRODUCAO

» A ideia principal da SDV é decompor uma matriz alvo no
produto de trés outras matrizes

» O intuito é facilitar a resolu¢do de um determinado
problema

» O pruning de redes neurais é uma técnica que visa
encontrar um nimero adequado de neurénios em uma
camada oculta

» Importante para o treinamento da rede
» Evitar overfitting e convergéncia lenta
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OBJETIVO

» O objetivo deste semindrio é introduzir os conceitos da
SVD e apresentar uma aplicacdo para pruning de redes
neurais
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CONCEITOS BASICOS

» Seja ¥ um vetor de tamanho 7, sua norma é definida como:

@

» Seja v! e v? dois vetores de tamanho 7, o produto interno
(produto escalar ou dot) entre eles é defino como:

n
dot(v1, v2) = Z = 007 (2)
i=1
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CONCEITOS BASICOS

» Dois vetores sdo ortogonais se o produto interno entre eles
éiguala0
» Em um espago bidimensional é equivalente a dizer que os
vetores sdo perpendiculares entre si, ou seja, o dngulo
formado entre eles é de 90°

» Um vetor normal (ou unitédrio) é aquele com norma = 1.
Qualquer vetor com norma > 0 pode ser normalizado
dividindo o mesmo pela norma

> Seja T = [2 4,1,2], entdo \5| =V24+424+12422=/25=5
» Fazendoii = [5 2,1, 2], il se torna normal, pois:
42 12

- 2
i =P PP =11
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CONCEITOS BASICOS

» Sejam dois vetores normais ii e U. Se esses vetores
ortogonais entre si, eles sio chamados de vetores
ortonormais. Por exemplo:

21 =24 3 =6
55255 V65’ V65’ V65 Veb

» Ambos sdo normalizados, ou seja, |if] =1e || =1
» O produto interno dot(ii, 7) = 0

» Os vetores ii e ¥ sdo ortonormais

» Sejail = | led = 42
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RENCIAS

CONCEITOS BASICOS

» Uma matriz A é ortogonal se os vetores que formam sua
coluna sdo ortogonais. Por exemplo, seja

1 0 0
A= 10 3/5 —4/5
0 4/5 3/5
1 0 0 1 0 0 1 00
» ATA=1|0 3/5 —4/5| |0 3/5 4/5/=1|0 1 0
0 4/5 3/5| |0 —4/5 3/5 00 1
» A matriz ortogonal A satisfaz as seguintes propriedades:
» ATA=1
> A—1:AT

» O produto de duas matrizes ortogonais gera outra matriz
ortogonal
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CONCEITOS BASICOS

» Um autovetor é um vetor ndo nulo que satisfaz a equagao

AT = )3 3)

» A é uma matriz quadrada, A sdo os autovalores e ¥ 0s
autovetores

» Os autovalores podem ser calculados solucionando o
sistema linear obtido a partir da equagdo det(A — A\I) =0

» Os autovetores associados aos autovalores sdo obtidos por
meio da equagéo (A\I - R)7 =0

» Os valores singulares de uma matriz sdo definidos como:

ai = \/A(ATA) (4)
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CONCEITOS BASICOS

» Processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

» Tem como objetivo transformar um conjunto de vetores em
vetores ortogonais
» O algoritmo possui as seguintes regras:
1. Organizar os vetores em uma matriz. Cada vetor serd uma
coluna;
2. Normalizar o primeiro vetor;
3. Iterativamente reescrever os demais vetores em termos deles
mesmos menos os vetores ji normalizados:

k-1
ZIJk = 5k — E dOt(ﬁi,ﬁk) X 17[[ (5)
i=1
sendo w; o vetor resultante, v; o vetor atual, i; o vetor
ortonormal anterior e k o ntiimero de vetores
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CONCEITOS BASICOS

» Considere 3 vetores organizados na forma da matriz A,

sendo cada coluna, um vetor:

_, N O =
—_ W NN
o o

» Passo 1: Normalizar o vetor v; = [1,0,2,1]. Como
|01| = V6, 0 vetor normalizado de 7 sera
i = [0 75 4]
» Passo 2: Calcular os vetores restantes de acordo com a
equagdo 4. Neste exemplo:
Wy = vy — dot(uy,03) X 13
w3 = v3 — dot(1i3,03) X U

(6)
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CONCEITOS BASICOS

» Passo 2: Calcular os vetores restantes de acordo com a
equacao 4.
wy = vy — dot(uy,v3) X 17
=[2,2,3,1] — dot([%, %,0, 21,12,2,3,1]) x [+, 1,0, 2]
ZHZ = [%72705 %1]
Normalizando w5: 1y = [¥%2, 2¥2,0, *‘ﬁ}
» Fazendo esse mesmo processo para
W3 = 03 — dot (1>, U3) X 1iy, é obtido: 113 = [2, =2, 0, 2]

AL vz 2
Ve 6 3
0 2v2 -1
» A matriz ortogonal ser&: A= | , 3 3

=< 0 0
V6

1 =2 =2
V6 6
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DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES (SVD)

» Dado uma matriz A € R, a SVD de A é a fatorizag¢do de A
representada pelo produto de trés matrizes:

Amxn = ummeanVan (7)

» U é uma matriz ortogonal, sendo que suas colunas sao
autovetores ortonormais de AAT

» V é uma matriz ortogonal, sendo que suas colunas sdo
autovetores ortonormais de ATA

» D é uma matriz diagonal contendo a raiz quadrada dos
autovalores de U ou V em ordem decrescente

» A ortogonalizacdo das matrizes é obtida por meio do
Processo de Gram-Schmidt
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DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES (SVD)

» Demonstrando o algoritmo por meio de um exemplo,
considera a matriz:

3 11
A= [ ] (8)
-1 3 1),.4
» Primeiramente, vamos calcular U, x>
3 —1
Al = [31 ; ﬂ |1 3= [111 111]
o 1 1 2x2

» Na sequéncia, precisamos calcular os autovalores e
autovetores de AAT

» Realizando calculos mais rdpido do que a velocidade da
luz, temos os autovalores 12 e 10, com autovetores
associados sendo [1,1] e [-1,1]

» Esses autovetores se tornam colunas da matriz CI,
ordenados pelos autovalores correspondentes (decrescente)
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DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES (SVD)

9 1 -1
» Portanto: U = [1 1 }

» Para obter a matriz ortogonal U, é realizado o processo de
Gram-Schmidt (calculando novamente mais rdpido que a
velocidade da luz):

11
u= |y v ] )
V2 V2lax2

» De maneira similar, calculamos a matriz V73,3 :

3 -1 10 0 2
3 11
1 3]><[1 3 1]{0 10 4]
3x3

1 1 2 4 2

ATA =
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DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES (SVD)

» Os autovalores de ATA sdo: 0, 10 e 12. Os autovetores
associados sdo: [1,2,-5],[2,-1,0] e[1, 2, 1],

respectivamente
} 1 2 1
» Portanto: V= |2 -1 2
1 0 -5

» Aplicando o processo de Gram-Schmidt e em seguida
transpondo a matriz ortogonalizada, obtemos:

1

30

0 (10)
=5
v30d 3x3

VT =

P IS
o SNBSS
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DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES (SVD)

» Por fim, vamos obter a matriz D3

» Utilizamos a raiz dos autovalores de U ou V

» Os autovalores sdo colocados na diagonal principal em
ordem decrescente

» Os autovalores diferentes de zeros de U e V serdo sempre
iguais

» A tultima coluna de zeros mantém as propriedades da
multiplicagdo de matrizes

Vi2 0 0
D= [ 0 Vi0 OLXB (11)

» A diagonal de D contém os valores singulares de A
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DECOMPOSICAO EM VALORES SINGULARES (SVD)

» Portanto, A foi decomposta nas 3 matrizes U,D e V:

1 2 1
A VI A
V2 V2]ox2 2x3 \/% \/% \;% s
(12)
» Podemos visualizar A, da seguinte forma:
r
A= Z ajujv]-T (13)
=1

Sendo r o posto da matriz
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COMPRESSAO DE DADOS COM SVD

» Assim como PCA, SVD também pode ser utilizado como
uma maneira de comprimir dados
» Considere a imagem 512 x 512 pixels em niveis de cinza:

T4 133 116 95 4 61
142 125 108 &7 &7 60
138 120 10z 8L 64 59
130 110 91 75 64 63
126 104 87 74 &5 65
15| T 117 %4 s T s 67
07 B4 4 T T W
£ 8 M W m oW oM
50 74 e m W M

86 73 T BB M

D0 1 20 X J0 ¥ D &) &0

» Ao decompor a matriz X, que representa a imagem, os 512
valores singulares se distribuem entre [5 x 10%,2 x 1072]
» Portanto: X = 25121 a]u]

» Cada componente vai contribuir de forma bem diferente
devido aos valores singulares

N
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COMPRESSAO DE DADOS COM SVD

» Considerando os 20 primeiros (e maiores) valores
singulares e na sequéncia os 50 primeiros, obtemos:

8

)
m
=
m
=)
“n
-
£

a) 20 valores singulares b) 50 valores singulares
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RENCIAS

Pruning DE REDES NEURAIS UTILIZANDO SVD

» Determinar o niimero de neurénios de uma camada de
uma rede neural é estritamente ligado ao desempenho da
mesma

» Uma maé escolha pode ocasionar overfitting ou ndo
convergéncia do treinamento
» Uma maneira atacar este problema é alargar o niimero de
neurdnios no inicio do algoritmo e de acordo com o
resultado diminuir este namero (pruning)
» Em 1994, Psichogios e Ungar [2], propuseram o SVD-NET

» Algoritmo que aplicava pruning de maneira automatica
para remodelar camadas escondidas
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Pruning DE REDES NEURAIS UTILIZANDO SVD

» Considere uma rede neural de uma camada oculta

Pesos de conexdo das
( camadas escondidas

Pesos de conexdo
da camada de

entrada - R

Sentido da propagagéo

| camada de entrada | L camadas i | |_camada de saida |

» A priori é escolhido um nimero grande de neurdnios
escondidos
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Pruning DE REDES NEURAIS UTILIZANDO SVD

» Inicializado os pesos R e W de maneira aleatoria, a
SVD-NET atua da seguinte forma:

1. Os pesos de R sdo ajustados por meio da minimizac¢do do
erro quadrético. Os valores de W se mantém fixos;

2. Conhecidos os valores de R, cada neurdnio oculto n pode
ser calculado a parti das entradas x, gerando uma matriz
Nuxa;

3. Os pesos de W sdo ajustados minimizando E =| R x W — 7/ |

4. Aplicar SVD na matriz A em busca de neurénios ocultos
redundantes

4.1 Um ntmero ndo nulo de valores singulares pequenos
indicam redundéncia
4.2 Aplicar prunning nos neurdnios ocultos

» Os autores afirmam que o mesmo procedimento pode ser
aplicado para redes de mais camadas
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RESULTADOS

» No trabalho Abid e Najim [3], os autores aplicam essa
metodologia para dois problemas simples: aproximar a
fungdo seno e reconhecer padrdes de uma entrada

» Para ambos os casos, foram utilizadas uma rede neural

tradicional e a SVD-NET. Ambas com apenas uma camada.

Problema I: aproximar f(x) = sin(x) no intervalo 0 < x < 4w

Neuronios | Iteracoes para converg. | Tempo (s)
NN 15 2238 12.13
SVD-NET 11 1776 10.88

Table: Resultado para aproximacédo da fung¢do seno
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RESULTADOS
Problema II: reconhecer os padrdes apresentados na figura
abaixo
Neurdnios | Iteracoes para converg. | Tempo (s)
NN 38 632 34.25
SVD-NET 29 479 29.36

Table: Resultado para o reconhecimento dos padr&es
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CONSIDERACOES FINAIS

» O SVD é uma metodologia cldssica da dlgebra linear com
aplicagdes em diversos problemas reais
» Utilizar o SVD para pruning de redes neurais foi proposto
ha mais de 2 décadas
» F um problema relevante se tratando de redes neurais
» Todavia, a metodologia néo teve tanta aceitacdo
» Um dos motivos é nova técnicas mais recentes, como
dropout que trata do mesmo problema de maneira mais
facil e rapida
» Por outro lado, SDV continua sendo bastante utilizada
para compressao de dados, juntamente com PCA
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